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Uitwerkingen hoofdstuk 9 deel vwo B  3
Differentiaalrekening
1.
f(x) = 0,6x2
a.
Op [2 , 4]:
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b.
Op [2 , 3] : 
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Op [2 ; 2,1]:
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Op [2 ; 2,01]
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c.
Het diff. quotiënt tussen twee waarden geeft de r.c. aan van de verbindingslijn tussen die twee punten. Naarmate die twee punten steeds dichter naar elkaar toegaan dan gaat die verbindingslijn steeds meer de raaklijn te benaderen. In de limietsituatie is dus dit diff. quotiënt de helling van de raaklijn in x = 2. Dit noemen we f ‘(2).

2.
Als je h invult voor het vereenvoudigen , dan krijg je 0/0 en dat kan niet. 
Het kan wel nadat je vereenvoudigd hebt.
3.
f(x) = 1,5x2
a.
f ‘(4) = 
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b.
f ‘(-2) = 
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4.
g(x) = 0,2x3

g ‘(1) = 
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5.
f(x) = 5x

f ‘(0) = 
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f ‘(1) = 
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f ‘(2) = 
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6.
f(x) = ax

f ‘(x) = 
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7.
f(x) = a

f ‘(x) = 
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8.
f(x) = ax3

f ‘(x) = 
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9.
f(x) = ax2 + bx + c

f ‘(x) = 
[image: image19.wmf](
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10.
k(x) = c.f(x)   

k ‘(x) = 
[image: image22.wmf]()().().().(()())
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11.

a.
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b.
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c.
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k ‘(x) = 
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d.
f(x) = xn  (
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12.
f(x) = a.xn  (  f ‘(x) = a.n.xn-1 = n.a.xn-1
13.


a.
k(x) = f(x) . g(x) = x2 . (3x – 7) = 3x3 -7x2  ( k ‘(x) = 9x2 – 14x 
f(x) = x2  ( f ‘(x) = 2x  en  g‘(x) = 3

b.
k ‘(x) = 9x2 – 14x  en  f ‘(x) . g‘(x) = 2x . 3 = 6x  En dat is niet gelijk aan k’(x).

c.
f ‘(x).g(x) + f(x) . g ‘(x) = 2x . (3x – 7) + x2 . 3 = 6x2 – 14x + 3x2 = 9x2 – 14x = k’(x)
14.

a.
f(x) = (2 - 3x2).(2 + 7x)  ( f ‘(x) = -6x.(2 + 7x) + (2 - 3x2) . 7

b.
g(x) = (2x – 5)2 = (2x – 5)(2x – 5) ( g’(x) = 2.(2x – 5) + (2x – 5) . 2

c.
h(x) = (x2 – 3x).(x3 + x2 + x) ( h ‘(x) = (2x – 3).( (x3 + x2 + x) + (x2 – 3x).(3x2 + 2x + 1)

d.
j(x) = (3x2 – 4)2 = (3x2 – 4)(3x2 – 4) ( j’(x) = 6x.(3x2 – 4) + (3x2 -4). 6x
15.
a.
k = f.g.h = fg . h  ( k’= (fg)’.h + (fg).h’= (f ‘.g + f. g’).h + (fg) . h’= 
f ‘.g.h + f.g ‘.h + f.g.h ‘
b.
k= f.g.h.j  ( k ‘= f ‘.g.h.j + f.g ‘.h.j + f.g.h ‘.j + f.g.h.j ‘

16.
Gegeven f(x) = 
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a.
f(x) = 
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  Nu kruislings vermenigvuldigen ( t(x) = f(x) . n(x)
b.
Hier kunnen we de productregel op toepassen (
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c.
Nu gebruiken we dat f(x) = 
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 vervolgens vermenigvuldigen we de teller en de noemer met n(x) ( 
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      De quotiëntregel !!!
17.

a.
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a.
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19.
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a.
Snijpunten met de x-as (  y = 0  ( x2 = 4 en 2x + 5 ( 0 ( x = 2 ( x = -2 ( de punten zijn 
A(2 , 0) en B(-2 , 0)  
Verder geldt:
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Stel de raaklijn is : y = ax + b ( a = f ‘(2) = 
[image: image55.wmf]364
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0 = 
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 ( vergelijking k is : y = 
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Stel l : y = ax +b  ( a = f ‘(-2) = 
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 = -4  ( y = -4.x + b  door B(-2 , 0) ( 0 = 8 + b (
b = -8  ( vergelijking l is : y = -4x – 8

b.
Snijpunt C ( x = 0 ( C(0 , -
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20.
f(x) = 
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Snijpunt y-as ( x = 0 ( A(0 , 
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)   . Snijpunt x-as ( 2x = 5 en x2 ( 4 ( x = 2,5  ( 
B(2,5 ; 0) ;       
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( f ‘(0) = -0,5 ( Stel k is : y = -0,5.x + b  door (0 , 
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Nu xB = 2,5 invullen ( y = -0,5 . 2,5 + 
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a.
f(x) = 
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b.
f(x) = 
[image: image79.wmf]2
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c.
[x-5]’ = [
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22.


a.
In de noemer staat slechts één term en dan kan je heel goed eerst delen.
b.
De functies   g en  h .

23.

a.
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a.
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a.
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a = f’(2) = 
[image: image90.wmf]5
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x + b  door het punt A(2,f(2) ) = (2 , 
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 ( vergelijking is:  y = 
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Stel a = g ‘(2) = 1 + 
[image: image99.wmf]5
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 ( y = 
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x + b   door B(2 , 
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b = -1  ( de vergelijking is :  y = 
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c.
Eerst de punten C en D bepalen ( g(x) = 0 ( x2 = 1 ( x = 1 ( x = -1  ( C(-1 , 0) en 



D(1 , 0)   Stel a = g ‘(-1) = 1 + 1 = 2  ( stel y = 2.x + b  door  C (-1,0) ( 0 = -2 + b (
b = 2  ( vergelijking m door C is : y = 2x + 2 


Stel a = g ‘(1)  = 1 + 1 = 2 ( y = 2x + b  door D(1 , 0) ( 0 = 2 + b ( b = -2  ( 
de vergelijking n door D is:  y = 2x -2

26.


a.
x0,5.x0,5 = x1  ( [x0,5.x0,5]’  = [x]’   ( [x0,5]’. x0,5 + x0,5. [x0,5]’= 1 ( 2.x0,5 . [x0,5]’ = 1 

b.
Uit onderdeel a volgt nu :  [x0,5]’ = 
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a.
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a.

[image: image112.wmf]1111

2222

11

22

112

11

22

11

2

1113

()  '()1

22

xx

fxxxfxxx

xxxxxx

xx

----

+

==+=+Þ=--=--


b.
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Stel y = ax + b  ( a = f’(
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[image: image124.wmf]1

8

, 
[image: image125.wmf]1

4

) ( 
[image: image126.wmf]1

4

= 
[image: image127.wmf]4

3

.
[image: image128.wmf]1

8

 + b ( b = 
[image: image129.wmf]1

4

- 
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= 
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 ( k: y = 
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x + 
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l: xB = 8 ( B(8 , 4)  en a = f’(8) = 
[image: image134.wmf]21
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  ( stel l:  y = 
[image: image135.wmf]1
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x + b    l door B(8 , 4) ( 
4 = 
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3

.8 + b ( b = 
[image: image137.wmf]4
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  ( vergelijking van l is:  y = 
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x + 
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Nu het snijpunt van k en l ( 
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x + 
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 ( x = 
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  Nu dit invullen bij b.v. l (
yC = 
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.
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 + 
[image: image149.wmf]4

3
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  Eerst lijn k opstellen ( raakpunt A : (4 , 8)  
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Stel y = ax + b  ( 
[image: image155.wmf]7
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 ( y = 
[image: image156.wmf]7
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  door A(4 , 8) ( 8 = 
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 + b ( b = 
[image: image158.wmf]12
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  ( k:  y = 
[image: image159.wmf]7
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x + 
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Nu lijn l opstellen    raakpunt B (9 ; 13,5)   dan geldt :
 a = 
[image: image161.wmf]2

2,5.9.37,5.3

'(9)0,9

(91)

f

+

==

+

  (
l:  y = 0,9.x + b  door punt B (9 ; 13,5) ( 13,5 = 8,1 + b  ( b = 5,4  ( l : y = 0,9.x + 5,4

Nu de lijn k  met de x-as snijden ( 
[image: image162.wmf]7

5

x + 
[image: image163.wmf]12
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= 0  ( 
7x + 12 = 0 ( x = 
[image: image164.wmf]12
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 ( P(
[image: image165.wmf]12
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 , 0) 
Nu l snijden met de x-as ( 0,9x + 5,4 = 0 ( 0,9x = -5,4 ( x = -6  ( Q(-6,0)  
Verder k en l snijden met elkaar :   1,4x + 2,4 = 0,9x + 5,4  ( 0,5x = 3 ( x = 6  (
xR = 6   ( yR = 0,9 . 6 + 5,4 = 10,8  ( R (6 ; 10,8) 

De oppervlakte van driehoek PQR is nu : 0,5 . (
[image: image166.wmf]12
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-(-6)).10,8 = 
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31.

a.

[image: image168.wmf]1,50,5
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b.
f ‘(x) = 0 ( 3(x = 6  ( (x = 2  ( x = 4  Dit is de x-coördinaat van de top  T(4 , 8)
c.
r.c. van de raaklijn is de helling in punt A ( f ‘(xA) = 1,5 ( 6 - 3(x = 1,5 (
3(x = 4,5  (  (x = 1,5  ( x = 2,25  ( xA = 2,25

[image: image355.emf]R(6;10.8)

P

Q
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a.

[image: image169.wmf]22
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    f ‘(x) = 0  ( 20 = 5x2 (  x2 = 4 ( x = 2 ( x = -2  

Uit de schets volgt dat er een maximum is bij x = 2 en een minimum bij x = -2 (
min f(-2) = -1,25  en  max. f(2) = 1,25
b.
r.c. = 
[image: image170.wmf]3

5

 ( f ‘(x) = 
[image: image171.wmf]3
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 ( 
[image: image172.wmf]2

22

205

 '()

(4)

x

fx

x

-

=

+

= 
[image: image173.wmf]3

5



( 
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Stel x2 = p ( 
[image: image175.wmf]22
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[image: image176.wmf]1

3

4955104

17

66

p

--

==-=-

 ( x2 = 1 ( x2 = -17
[image: image177.wmf]1
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 kan niet  ( x = 1 of x = -1 
( de x-coördinaten zijn dus 1 en -1.
33.

a.
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b.
top ( f ‘(x) = 0 ( 2,5.x3 = 1 ( x3 = 0,4 ( x = 
[image: image179.wmf]3

0,4

 ( p = 0,4
c.
Nu xtop invullen in f(x) ( ytop ( 
[image: image180.wmf](
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 ( 
a = 2,4 ; b = 6  en  c = 0,4
d.
k met r.c = 1,5 ( 
[image: image181.wmf]3
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 klopt met het gevraagde.  Nu het oplossen:
stel x.(x = p  ( 
[image: image182.wmf]2
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 (
x.(x = 1 dus x = 1 ( x.(x = -0,4  kan niet  
e.
Raakpunt bij x = 1 ( raakpunt (1 , 3)  r.c. = 1,5 ( stel de vergelijking is: y = 1,5x + b (

door (1 , 3) ( 3 = 1,5 + b ( b = 1,5 ( vergelijking is : y = 1,5x + 1,5

34.

a.

[image: image183.wmf]0,5
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  Nu geldt :
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  Stel k is : y = 
[image: image185.wmf]1
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x + b   door raakpunt A(4,f(4) ) = (4 , 4) (
4 = 
[image: image186.wmf]4
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 + b ( b = 5
[image: image187.wmf]1
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  ( de vergelijking van k is : y = 
[image: image188.wmf]1
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x +5
[image: image189.wmf]1
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[image: image356.emf]-2
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b.
minimum ( f ‘(x) = 0  ( de teller is dus nul (
 9 – 4,5x.(x = 0  ( x.(x = 2  Nu kwadrateren ( x3 = 4  ( 
[image: image190.wmf]3
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Aflezen uit de schets (
max.  
[image: image191.wmf]111
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c.
l is evenwijdig met  m : y = 
[image: image192.wmf]1
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1

x  ( r.c l = 
[image: image193.wmf]1
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 ( f ‘(x) = 
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( 
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    stel x.(x = p ( 


[image: image199.wmf]2
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( x.(x = -7 of  x.(x = 1 (
geen oplossing of  x = 1  ( xB = 1 dan yB = 9/2 = 4,5  ( B(1 ; 4,5)
35.

a.

[image: image200.wmf]1,50,5
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b.

[image: image201.wmf]8
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 ≈ 42,4  ( de snelheid is ongeveer 42,4 m/s

c.
Snelheid is 108 km/uur = 30 m/s ( 
[image: image202.wmf]1530  2  4

ttt
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 ( na 4 seconden.

d.
In de eerste 9 sec is de afgelegde weg : 10.9.(9 = 270 meter  Op t = 9 geldt :  
[image: image203.wmf]9

 15.9
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ds

dt

=

éù

=

êú

ëû

= 45 m/s  Aangezien de snelheid steeds verder constant blijft is de afgelegde weg : 51 . 45 m = 2295 mter ( De totale afgelegde weg is dus: 270 + 2295 = 2565 meter.
36.
a.

[image: image204.wmf]1,5
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b.
 
[image: image205.wmf]1
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 ( De snelheid waarmee het aantal auto’s per minuut toeneemt om 8 uur in de morgen is 30 auto’s per uur.

[image: image357.emf]x
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c.
Meeste auto’s per minuut ( we zoeken het maximum van N  (   
[image: image206.wmf] 0  90600  1,5  2,25
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Uit de schets blijkt dus dat er op t = 2,25 dus om 9.15 uur een maximum is . Er passeren dan dus de meeste auto’s per minuut.
d.
1 auto per 2 minuten ( 30 auto’s per uur  (

[image: image207.wmf]30  9060.30  2
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tt

dt
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 ( t = 4 ( dus om 11.00 uur.
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a.

[image: image208.wmf]322
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  (
 f ‘(x)  = 0 ( x2 – x – 6 = 0 (
(x - 3)(x + 2) = 0 ( x = 3 ( x = -2  en f(3) = -71 en 
f (-2) = 54   Zie ook de schets (
de toppen zijn (3 , -71) en (-2 , 54) 
b.
f(x) = 25 heeft 3 snijpunten met f ( 3 oplossingen
f(x) = 75 heeft 1 snijpunt met f  ( 1 oplossing.
c.
Als p tussen -71 en 54 ligt dan heeft de horizontale lijn drie snijpunten met de grafiek van f ( de vergelijking f(x) = p voor -71 < p < 54 heeft dus drie oplossingen.

d.
f(x) = p heeft één oplossing als er slechts 1 snijpunt is met de grafiek van f ( bij alle waarden van p  met p < -71 of p > 54

e.
Twee oplossingen krijg je als de horizontale lijn de grafiek van f raakt ( bij p = -71 of p = 54
[image: image359.emf]x

f

(-2,54)

(3,-71)

38.
a.

[image: image209.wmf]322
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  Extreme waarden ( f ‘(x) = 0 (

[image: image210.wmf]22
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 ( (x + 4 )(x – 2) = 0  ( x = -4 ( x = 2  
Uit de schets volgt verder:
min. f(-4) = -70 en  max. f(2) = 38
b.
f(x) = -50 (dus tussen -70 en 38)  heeft drie snijpunten met  f  ( 3 oplossingen.


f(x) = 50 heeft 1 snijpunt met de grafiek van f (
 f(x) = 50 heeft dus één oplossing.

c.
f(x) = p  heeft drie oplossingen als de horizontale lijn tussen de twee toppen ligt dus voor 
-70 < p < 38

d.
f(x) = p heeft 1 oplossing dus als p  < -70 of p > 38

39.
[image: image360.emf]x

y

f
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a.
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  extreme waarden ( f ‘(x) = 0 ( 
[image: image212.wmf]2
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xxx
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 (
 x = 0 ( x = 6 ( x = - 4   Uit de schets volgt dus verder:
min. f(-4) = 44  en  max. f(0) = 300 en 
min. f(6) = -456
b.
Nu weer kijken naar het aantal snijpunt met de horizontale lijn y = p (

4 oplossingen voor 44 < p < 300
3 oplossingen voor p  = 300 ( p = 44 
2 oplossingen voor p > 300 ( -456 < p < 44

1 oplossing voor p = -456 


0 oplossingen voor p  < -456

[image: image361.emf]-4
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40.

a.

[image: image213.wmf]22
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  In de oorsprong raken ( 
f ‘(0) = 18/9= 2  en f(0) = 0  ( de gevraagde raaklijn is inderdaad y = 2x
b.
Zie schets: y = x heeft 3 snijpunten met f. 
y = 3x heeft 1 snijpunt met f.
y = -x heeft ook 1 snijpunt met f.

c.
Als 0 < a < 2 , dan ligt de lijn tussen de x-as en de raaklijn y = 2x  Er zijn dan dus 3 snijpunten met de grafiek van f. 
[image: image362.emf]A
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41.
We moeten hebben : 
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   We hebben dan dus het probleem g(x) = 
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 We gaan nu de extreme waarden van g berekenen.
( 
[image: image216.wmf]2
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Nu g ‘(x) = 0 ( 

[image: image217.wmf]2
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(  3x2 + 6x = 0 ( 3x.(x + 2) = 0
 ( x = 0 (  x = -2 
Uit de schets van de grafiek van g blijkt:
max g(-2) = -10 en min g(0) = 2


Nu aflezen uit de schets: 
g(x) = p heeft geen snijpunten voor 
-10 < p < 2

42.

[image: image363.emf]-4
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r.c. = -
[image: image219.wmf]2
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 ( x-3 = 2 ( x-3 = -2 
( x = 5 ( x = 1  De raakpunten moeten dus zijn A (5 , f(5)) = (5 ; 1,5)  en B(1 , f(1)) = 
(1 ;0,5)    Stel de vergelijking van de raaklijn is : y = -
[image: image220.wmf]1

4

x + b door A (
1,5 = -
[image: image221.wmf]5

4

+ b ( b = 
[image: image222.wmf]11

4

 ( raaklijn door A is : y = -
[image: image223.wmf]1

4

x + 
[image: image224.wmf]11
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Stel de raaklijn door B is : y = -
[image: image225.wmf]1

4

x + b  door B ( 0,5 = -
[image: image226.wmf]1

4

 + b ( b = 
[image: image227.wmf]3

4

 ( de vergelijking van de raaklijn door B is dus : y = -
[image: image228.wmf]1

4

x + 
[image: image229.wmf]3
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b.
We tekenen de grenssituatie met de 2 raaklijnen: 
Uit de schets lezen we af dat er geen snijpunten zijn als de lijnen liggen tussen de 2 getekende raaklijnen.
( de vergelijking  f(x) = -
[image: image230.wmf]1

4

x + p heeft geen oplossingen als geldt :



[image: image231.wmf]3
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 < p < 
[image: image232.wmf]11

4

 

43.
a.

[image: image233.wmf]221,50,5
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   r.c.k = 4,5 (
x-1,5(x = 4,5  Stel  (x = p ( p2 -1,5p – 4,5 = 0    D = (-1,5)2 -4.1.(-4,5) = 20,25 (

[image: image234.wmf]1,54,51,54,5
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  ( p = 3 ( p = -1,5  ( (x = 3 ( (x = -1,5 (kan niet) (
x = 9  Stel de vergelijking is : y = 4,5x + b  door het punt A(9 , f(9)) = (9 ; 13,5)  (
13,5 = 4,5 . 9 + b  ( b = -27 ( de vergelijking van k is dus : y = 4,5x – 27

b.
Teken de situatie dan zie je bij p = -27 de getekende raaklijn. Als we deze raaklijn naar links verschuiven dan heb je 2 oplossingen. Dit gaat door totdat de lijn door de oorsprong gaat dan [image: image364.emf]-4

g

-2

O

is p=0  Er zijn dan nog net 2 oplossingen . Bij verdere verschuiving naar links zien we dat er geen 2 oplossingen zijn. ( 2 oplossingen zijn er als geldt : -27 < p ≤ 0
44.

[image: image365.emf]f
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 ( extreme waarden ( f ‘(x) = 0 ( 30 = 6x2 ( x2 = 5 ( x = (5 (
 x = -(5  
Uit de schets blijkt : 

min 
[image: image236.wmf]3
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en  max. 
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[image: image366.emf]f
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p = -27
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b.
f(x) = ax is een bundel van lijnen door O.
1 oplossing krijgen we als zo’n lijn raaklijn is met de grafiek van f.  ( r.c.= f ’(0) = 
[image: image238.wmf]306

255
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 . Als de r.c. a tussen 0 en 
[image: image239.wmf]6

5

 ligt dan hebben we 3 snijpunten . Dus 1 snijpunt kijgen we als  a ≤ 0 of a  ≥ 
[image: image240.wmf]6

5




c.
De grenssituatie krijgen we als y = 
[image: image241.wmf]2

3

x + p  de grafiek van f raakt ( f ‘(x) = 
[image: image242.wmf]2

3

 (

[image: image367.emf]-4

f

O

5^0,5

-5^0,5


[image: image243.wmf]2

222

22

3062

  2(5)3.(306)

(5)3

x

xx

x

-

=Û+=-

+

 ( 




[image: image244.wmf]42242

220501890  238400

xxxxx

++=-+Û+-=

 


( 
[image: image245.wmf]42
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 stel x2 = p (
p2 +19p – 20 = 0 ( (p+20)(p – 1) = 0 ( p = -20 (
 p = 1 ( x2 = -20 (geen oplossing) ( x = 1 ( x = -1  ( de raakpunten zijn : A(1 , f(1)) = (1 , 1)  en B(-1 , f(-1)) = (-1 , -1)
Nu de vergelijkingen van de raaklijnen :


Stel de vergelijking is: y = 
[image: image246.wmf]2
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x + b  door A ( 1 = 
[image: image247.wmf]2
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 + b ( b = 
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 ( y = 
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Raaklijn door punt B ( y = 
[image: image251.wmf]2
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x + b  door B ( -1 = -
[image: image252.wmf]2
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 + b ( b  = -
[image: image253.wmf]1
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 ( y = 
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Nu aflezen in de grafiek ( drie snijpunten als de lijn y = 
[image: image256.wmf]2
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x + p  tussen de twee raaklijnen komt te liggen. ( 3 oplossingen voor 
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45.

a.
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   extreme waarden (
 f ‘(x) = 0 ( x = 3 ( x = -1 


Uit de schets volgt:
min. f(3) = 3  en max. f(-1) = -5


( minstens één oplossing als de horizontale lijn boven of op het relatieve minimum zit of onder of op het relatieve maximum zit. (
dit geldt dus voor : p ≥ 3 of  p ≤ -5
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b.
Nu weer eerst de raaklijnen bepalen aan f met r.c. 
[image: image260.wmf]5
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9x2 – 18x – 27 = 5x2 – 10x + 5 (
4x2 – 8x – 32 = 0 ( x2 – 2x – 8 = 0 (
(x – 4)(x + 2) = 0 ( x = 4 ( x = -2 


Nu de raaklijnen : stel y = 
[image: image262.wmf]5

9

x + b  door 
A (4 , f(4) = (4 , 
[image: image263.wmf]10

3

) ( 
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= 
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. 4 + b ( b = 
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 (
de vergelijking is: y = 
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x +
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Nu de raaklijn door B(-2 , f(-2)) = (-2 , -
[image: image269.wmf]16
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) (
-
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 = 
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. (-2) + b ( b = -
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 ( y = 
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  ( Uit de schets volgt dat : 
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 Stel y = ax + b  ( a = f ‘(4) = 
[image: image277.wmf]9
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 ( y = -
[image: image278.wmf]9

4

x + b  door A(4 , f(4)) = (4 , -2) (
-2 = -
[image: image279.wmf]9

4

.4 + b ( b = 7  (de vergelijking van k is :  y = -
[image: image280.wmf]9
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x + 7
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b.
Nu moet f(x) met y = -2
[image: image281.wmf]1

4

x + p twee  oplossingen hebben ( 2 snijpunten . Zie de schets 
 De lijnen moeten een r.c van -
[image: image282.wmf]9

4

hebben en boven de raaklijn van B liggen of onder de raakijn in A liggen , echter totdat de lijn door O gaat , want er is dan slechts één gemeenschappelijk punt .

Eerst dus de raaklijnen in A en B bepalen: 
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Dit kunnen we niet exact berekenen  ( met GR:
Voer in : y1 = 18.(x – 5)2.(x    en  y2 = 4x + 20  en window [0 , 10] X [ 0 , 50]  Met intersect vinden we x = 4 en x ≈ 6,00

(  raakpunt A (4 , -2)  met vergelijking :  y = -2
[image: image285.wmf]1

4

x + 7  (zie onderdeel a)
vervolgens raakpunt B (6,00 ; f(6,00)) = (6,00 ; 2,45)  Stel y = -2
[image: image286.wmf]1

4

x + b  door  B (
2,45 = -2,25 . 6,00 + b ( b = 15,95  ( raaklijn door B : y = -2
[image: image287.wmf]1

4

x + 15,95 


We hebben verder nog te maken met de lijn door O evenwijdig met deze raaklijnen (
die vergelijking wordt:  y = -2
[image: image288.wmf]1

4

x  
Uit de figuur lezen we nu af :  f (x) = -2
[image: image289.wmf]1

4

x + p   heeft twee oplossingen  voor :
0 ≤ p < 7  ( p > 15,95
47.

[image: image290.wmf]2
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a.
p = 1  ( y = -x2 + 6x + 1  ( y ‘= -2x + 6 = 0  ( x = 3  ( ytop = -9 +19 = 10 ( top (3 , 10)
b.
p = -1 ( y = -x2 + 6x - 1  ( y ‘= -2x + 6 = 0  ( x = 3  ( ytop = -9 +17 = 10 ( top (3 , 8)

c.
p = -5 ( y = -x2 + 6x -5  ( y ‘= -2x + 6 = 0  ( x = 3  ( ytop = -9 +13 = 4 ( top (3 , 4)

d.

[image: image291.wmf]2
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 ( y ‘= 0 ( -2x + 6 = 0 ( x = 3  ( ytop = -9 + 18 + p = 9 + p  Gegeven is dat de top op de x-as moet liggen ( 9 + p = 0 ( 
[image: image292.wmf]p

= -9 
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[image: image293.wmf]2
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a.
 f raakt de x-as ( D = 0 ( 36 – 4.2. p = 0  ( p = 4,5



Andere oplossing:  y ‘= 0 en y = 0  ( 4x – 6 = 0 ( x = 1,5 
verder geldt  y = 0 ( 2.(1,5)2 – 6.(1,5) + p = 0 ( 4,5 – 9 +p = 0
( p = 4,5

[image: image372.emf]1,5 -1,5

y = 4p^2 - 9

b.
f heeft een negatief minimum ( twee snijpunten met de x-as en een dalparabool  . ( D > 0 ( 36 – 8p > 0 ( 
-8p > -36 (  p < 4,5  verder is f  inderdaad een dalparabool  (want  2 > 0)  ( 
p < 4,5
49.
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a.
top op de x-as ( D = 0  ( (-5)2 – 4.(-0,5).p = 0 ( 
25 + 2p = 0 ( p = -12,5
[image: image377.emf]f

x

D = 0


b.
Maximum kleiner dan 0 ( bergparabool en D < 0


25 + 2p < 0 ( 2p < -25 ( p <  -12,5

[image: image378.emf]f

x

D < 0

51.

[image: image295.wmf]2
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( het is een dalparabool

a.
top op de x-as ( D = 0   p2 -4.3.3 = 0  ( 
p2 = 36 ( p  = 6 (  p = -6

[image: image379.emf]x

y

O

f

2,25


[image: image380.emf]2

-0,5

f

y

x

b.
f heeft een negatief minimum ( f is een dalparabool en het 

minimum ligt onder de x-as ( twee snijpunten met de x-as ( 
D > 0 en dus een dalparabool.  (
p2 – 36 >  0   Nu moeten we deze ongelijkheid oplossen ( eerst de vergelijking oplossen dan een schets maken van 
[image: image296.wmf]2

36
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  en ten slotte de oplossing aflezen (
p2 = 36 ( p = 6 ( p = -6 

aflezen wanneer p2 – 36 boven de x-as ligt (
p < -6 ( p > 6

[image: image381.emf]f
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a.
Extreme waarde van f-2(x) ( f-2 ‘(x) = 0 ( -0,50x – 2 = 0 ( x = -4 ( 

max f-2(4) = -0,25.(-4)2 -2.(-4) - 6 = -2

b.
positief maximum ( bergparabool en maximum > 0 (
 D > 0 Verder moeten we weer een ongelijkheid oplossen namelijk : p2 – 4.(-0,25) . (-6) > 0  ( p2 -6 > 0 
[image: image382.emf]x

y

f-1

3

-1




de snijpunten krijg je bij de vergelijking p2 = 6 ( 
p = -(6 of p = (6  Nu aflezen uit de figuur  (



p < -(6 (  p > (6

53.
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a.
[image: image385.emf]f

x

p = -2

y

[image: image386.emf]f

x

p = 2
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b.
f-3 heeft 2 extreme waarden ; f-2  heeft geen extreme waarden 
f2  heeft geen extreme waarden  en  f3   heeft 2 extreme waarden.
54.


Als p > 0,5 dan D < 0 ( f ‘(x) heeft dan geen oplossingen ( f heeft dan dus geen extreme waarden.

Als p = 0,5 dan D = 0  ( f ‘(x) = -0,5x2 + x – p = 0  Dus de grafiek van f ‘x)  is een bergparabool die dus de x-as raakt. Zie nu de figuur
[image: image387.emf]f
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[image: image388.emf]x

O

f' < 0  dus

grafiek van f is dalend

grafiek van f is dalend

f'< 0 dus

f '= 0 dus 

grafiek van f is horizontaal




grafiek van f ‘





grafiek van  f
( er zijn dus geen extreme waarden voor p = 0,5
55.
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f p heeft 2 extreme waarden als f ‘p = 0 twee oplossingen heeft  ( Df ‘ > 0 
f ‘(x) = -x2 -3x + p   (  Df ‘ = 9 – 4.(-1).p > 0  ( 9 + 4p > 0 ( p  > -2,25
[image: image389.emf]x

O

f' = 0

grafiek van f is horizontaal

grafiek van f is dalend

f'< 0 

f ' < 0

grafiek van f is dalend
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fp heeft geen extreme waarden als geldt:   f ‘ heeft geen nulpunten of f ‘ heeft dubbele nulpunten.   (  D f ‘ ≤ 0    (
 D = 
[image: image301.wmf]22
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 ≤ 0 

1) snijpunten :  2p = 3 of 2p = -3 (  p = 1,5 of p = -1,5  
 2) schets: 

3) nu aflezen ( -1,5 ≤ p ≤ 1,5
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a.
f3(x) = 
[image: image303.wmf]32
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[image: image304.wmf]2
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 (
 x2 + 8x + 12 = 0 ( (x + 6)(x + 2) = 0 ( x = -6 ( x = -2  


Uit de schets volgt
 min.  f3(-2) = 
[image: image305.wmf]1

3

4

  en 



max. f3(-6) = 7

b.
fp(x) heeft twee extreme waarden als Df ‘ > 0  ( 
dus als f3 ‘ twee nulpunten heeft.  (
fp’(x) = 
[image: image306.wmf]2
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 dus Df ‘ = 4 – 4.
[image: image307.wmf]1

4

. p  = 4 – p > 0 ( p < 4 
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a.
raken ( r.c. raaklijn = f p‘(x) = 2  met xA = 3 ( f p‘(3) = 2 
b.
f p’(x) = x2 + 2px + 5 er geldt dus  f p‘(3) = 2 ( 32 + 2.p.3 + 5 = 2 ( 6p = -12 ( p = -2 
59.
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a.
maximum voor x = 2
[image: image310.wmf]1

4

 ( f ‘(2
[image: image311.wmf]1

4

) = 0   f ‘(x) = 9x0,5 + 2px = 9(x + 2px  Nu x = 2
[image: image312.wmf]1

4

 invullen (  9.((2
[image: image313.wmf]1

4

) + 2p.2
[image: image314.wmf]1

4

 = 0  ( 9 . 1,5 + 4,5p = 0 ( 4,5p = -13,5 ( p = -3

[image: image391.png]



Nu nog de schets voor de controle dat we bij p = -3 inderdaad een maximum hebben en dus geen minimum. 

Zie de schets , er is inderdaad bij x = 2,25 een maximum Dus p = - 3 voldoet.
b.
k : y = 5x + q raakt  grafiek in A met xA = 1 ( fp’(1) = 5 ( 9 . (1 + 2p. 1 = 5 ( 9 + 2p = 5 ( 2p =  -4 (
p = -2    Nu het raakpunt A berekenen met f-2(x) (

f-2(1) = 6.1.(1 -2.12 = 6 – 2 = 4  ( A(1 , 4)  
A ligt op k ( 4 = 5 . 1 + q ( q = -1   (
p = -2  en  q = -1

60.

[image: image315.wmf]2

4

()

1

p

xp

fx

x

+

=

+


a.
Nodig : 
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Snijpunt y-as met de gegeven grafiek is (0 , p)  en het snijpunt van k met de y-as is (0 , 4) ( 
p = 4  


Verder geldt : a = f 4’(0) = 
[image: image317.wmf]4

1

= 4  Conclusie:  a  = 4 en p = 4

b.
l : y = -x + b  raakt fp in A met xA = -1  ( r.c. l = -1 = fp’(-1)  ( 
[image: image318.wmf]2
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[image: image319.wmf]424
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[image: image320.wmf]2
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4
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 ( 2p = -4 ( p = -2     Verder geldt : raakpunt is bij x = -1 ( f-2(x) = 
[image: image321.wmf]2
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  ( f-2(-1) = 
[image: image322.wmf]6
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2
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 ( A(-1 , -3)  A ligt op l ( -3 = -(-1) + b (
b = -4     en we hadden nog p  = -2 
c.
Extreme waarde bij x = 2  ( fp’(2) = 0 ( 
[image: image323.wmf]2
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 ( -16 -4p + 4 = 0 ( 
4p = -12 ( p = -3  Nu nog de andere extreme waarde ( 
[image: image324.wmf]2
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 0 (
-4x2 + 6x + 4 = 0    D = 36 – 4.(-4).4 = 36 + 64 = 100 ( 
x = 
[image: image325.wmf]610
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 (  x = 
[image: image326.wmf]610
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   ( x = -0,5 ( x = 2  Nu de schets van de functie f-3   ( de tweede extreme waarde is dus een minimum met f-3(-0,5) = -4
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a.
Nodig : 
[image: image328.wmf]2
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  Twee extreme waarden ( fp’(x) heeft twee oplossingen ( de discriminant van de afgeleide is groter dan  nul.  ( (2p)2 – 4.1.(-3) > 0 ( 4p2 + 12 > 0 
Dit klopt altijd omdat een kwadraat altijd positief is of nul. ( fp (x) heeft dus voor alle waarden van p twee oplossingen.

b.
Extreme waarde voor x = 3  ( fp’(3) = 0 ( 
9 +6p – 3 = 0 ( 6 + 6p = 0 ( p = -1
 Nu p = -1 gaan invullen in f ‘(
 f-1’(x) =  = 4  


0 , 4) unt van iek is (0 , n met 






















































































x2 -2x -3  = 0 ( (x – 3)(x + 1) = 0 ( 
x = 3 ( x = -1  Zie schets (  min f-1(-1) = 2
[image: image329.wmf]2

3


c.
l: y = -x + q raakt grafiek van fp in B met xB  = -2  ( fp’(-2) = r.c.l = -1 (
4 – 4p – 3 = -1 ( 4p = 2 ( p = 0,5  ( f0,5 (x) = 
[image: image330.wmf]32
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 xB  = -2 ( 

[image: image331.wmf]85
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    Raken ( B ook op l ( 4
[image: image332.wmf]5
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= -(-2) + q  ( q = 2
[image: image333.wmf]5
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Dus p = 0,5  en  q  = 2
[image: image334.wmf]5
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62.
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a.
Zie de figuur.

b.
fp ‘(x) = 2x + p  (
fp ‘(x) = 0 ( 2x + p = 0 
p = -2xtop ( xtop = -0,5p 
Voor ytop geldt : 
fp(-0,5p) = (-0,5p)2 + p.(-0,5p) + 5 = -0,25p2 + 5 
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 Nu dit invullen (
ytop = -0, 25.4x2 +5 = -x2 + 5

c.
( y = -x2 + 5 

d.
Zie de figuur
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    fp’(x) = 0 (  p = 
[image: image338.wmf]1
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x   Dit nu invullen in y ( 
y = 
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111

848

.66

xxxx

-+-=-

  ( de gevraagde kromme is dus : y = 
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     ( fp’(x) = 0 ( x.(x + 2p) = 0 ( 
x = 0 ( x = -2p  ( x = 0 geeft de top (0,5)   als x = -2p  dus p = -0,5x   ( invullen (
y =  
[image: image342.wmf]32333
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  De top (0,5) ligt op  deze kromme ( alle toppen liggen op de grafiek van de kromme :
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fp’(x) = 0 ( 4p - px2 = 0 ( p.(4 - x2) = 0 ( p = 0  ( x = 2 ( x = -2  
Als p  = 0 dan fp(x) = 0  ( grafiek is horizontaal en heeft dus geen toppen.
( voor alle toppen geldt : x = 2 ( x = -2 en dit zijn de vergelijkingen van twee verticale lijnen.
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a.
k raakt fp in x = 1  ( fp’(1) = 0,6 ( 
[image: image346.wmf]22
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 ( 2p = -12 ( p = -6

( f-6 = 
[image: image347.wmf]6

2

65

  (1)

45

x

f

x

-

--
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+

= -1  ( A(1 , -1)   Dit punt ligt op lijn k ( -1 = 0,6 . 1 + q (
q  = -1,6    We krijgen dus : p = -6  en  q = -1,6

b.
Extreme waarde voor x = 1 ( fp’(1) = 0  ( 
[image: image348.wmf]124
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  ( 3 - 2p = 0 ( p = 1,5 (
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Extreme waarde ( f1,5’(x) = 0 ( 
-x2 – 3x + 4 = 0 ( x2 + 3x – 4 = 0 (
 (x + 4)(x – 1) = 0 ( x = -4 ( x = 1
Zie de schets :   ( min f1,5(-4) = -
[image: image350.wmf]1
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is de andere extreme waarde.
c.
Voor alle toppen geldt : fp’(x) = 0 ( 
-x2 -2px  + 4 = 0 ( 2px = 4 - x2  ( 
p = 
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  Verder geldt 
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  Uit deze twee betrekkingen volgt :
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  ( Alle toppen liggen dus op de kromme  :  
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